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Аннотация. В квазистатическом приближении рассмотрено влияние относительного по-
ложения твердой частицы на возникающие капиллярные силы в перетяжке жидкости, связы-
вающей частицу и стенку. Показано, что изменение положения частицы относительно стенки 
приводит к появлению дополнительных сил и моментов сил, которые могут иметь как, по-
ложительные так и отрицательные значения. Для удержания частицы на поверхности стенки 
перетяжке необходимо иметь геометрические характеристики, которые должны соответство-
вать определенной положительной результирующей удерживающей силе. Расчеты показали, 
что при малых смещениях и поворотах в перетяжке возникают дополнительные силы, стре-
мящиеся вернуть частицу в равновесное положение. Кроме того, при небольших относи-
тельных удлинениях перетяжка ведет себя подобно упругой пружине. Это свойство перетя-
жек можно использовать при моделировании динамических нагрузок на влажные дисперс-
ные среды. 
Ключевые слова: дисперсная среда, обезвоживание, частица, капиллярные силы,  
поверхностное натяжение, момент. 
 
Введение. При обезвоживании влажной дисперсной среды под действием 
гравитационных, вибрационных или центробежных сил жидкость, покидая 
слой, образует на стыках частиц мостики (перетяжки).  В [1, 2] показаны схемы 
перетяжек и рассчитаны величины сил притяжения двух частиц друг к другу в 
зависимости от расстояния между ними. Из этих расчетов следует, что сила 
притяжения между частицами в результате действия капиллярных сил возрас-
тает с уменьшением расстояния.  
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Количество и объем перетяжек зависит от тех ускорений, которые развива-
ются при силовом воздействии, однако, вследствие больших капиллярных сил, 
перетяжки могут удерживаться даже при значительных ускорениях. Это указы-
вает на то, что роль перетяжек довольно существенна в процессе обезвожива-
ния дисперсного материала. 
В работе [3] при экспериментальном исследовании процесса обезвоживания 
было обнаружено интересное явление – ползущее движение влажной частицы 
вверх по поверхности сосуда при его вертикальных колебаниях. В [4] в основу 
механизма такого поведения влажной частицы положено упругое свойство пе-
ретяжки, при ее растяжении. Этот эффект заставляет более тщательно рассмат-
ривать динамику перетяжки, удерживающей частицу на вертикальной поверх-
ности. В связи с этим представляет интерес определить силовые характеристи-
ки перетяжки и ее взаимодействие с колеблющейся частицей. Задача эта до-
вольно сложная, поэтому будем рассматривать некоторые статические ситуа-
ции, которые дадут возможность оценить необходимые значения сил. 
Математическая постановка задачи. В отличие от [1, 2, 5], где в основу 
рассмотрения статических положений были положены углы смачивания, здесь 
будем рассматривать перетяжки, закрепленные по некоторым контурам, кото-
рые не меняются в зависимости от расположения частицы. Как принято в на-
стоящее время [6, 7], края жидкости в некоторых слоях, сдвигаются тогда, ко-
гда угол смачивания превышает (в случае угла натекания) или становится 
меньше (в случае угла оттекания) некоторого критического угла. При краевых 
углах, не достигающих критических значений, точки зацепления будут непод-
вижны. В [8] этот момент хорошо показан экспериментально, в результате чего 
найдены максимальные и минимальные углы смачивания. Таким образом, со-
гласно этому положению рассмотрим следующие возможные ситуации, пока-
занные схематично на рис. 1. 
 
 
 
Рисунок 1  Схемы положения частиц у стенки 
 
Для получения силовых характеристик перетяжки воспользуемся уравнени-
ем, выведенным в [9] в цилиндрической системе координат r, z,   
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,  z,   – продольная и угловая координаты;    
R – координата поверхности перетяжки;   – коэффициент поверхностного на-
тяжения; p  – перепад давления в перетяжке по сравнению с окружающей сре-
дой. К этому уравнению необходимо добавить условие на границе смачиваю-
щего слоя жидкости, которое может быть записано в виде 
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где F  – поверхность смачиваемого тела (  ,zfrF S  – уравнение для поверхно-
сти шарика); (  ,zfrF W  – уравнение стенки);   – угол смачивания.  
Вводя переменную Zzn / , перепишем уравнение (1) в следующем виде 
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К этому уравнению необходимо добавить условие сохранения объема пере-
тяжки 
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h – расстояние от центра частицы до плоскости, проходящей через линию сма-
чивания ее поверхности. 
Т.к. нас интересуют оценочные величины сил и моментов, действующих на 
частицу со стороны жидкости, для решения уравнения (3) будем использовать 
асимптотические методы в сочетании с численными. Рассмотрим три варианта 
задачи в квазистатическом приближении: первый – осесимметричный случай, 
когда перетяжка растягивается при отдалении частицы от стенки; второй – ко-
гда имеет место перемещение частицы вдоль стенки без вращения; третий ва-
риант – угловые повороты частицы. 
Вариант 1. В случае осесимметричной задачи уравнение (3) значительно 
упрощается и переходит в хорошо знакомое уравнение вида ( HZ  ) 
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при этом условие сохранения объема приобретает вид 
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В этой задаче, задавая величину H, а также граничные условия: при n = 0 
R = RS, при n = 1  R = RW, численно найдем функцию R(n), а затем силы, дейст-
вующие на частицу при растяжении перетяжки. Для данного случая общая си-
ла, действующая на частицу со стороны перетяжки, направлена перпендику-
лярно к стенке и равна сумме сил 
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Сила ZSF  связана непосредственно с поверхностным натяжением, приложен-
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ным по окружности радиуса SR , а сила 
Z
PF  обусловлена перепадом давления. 
Т.к. в осесимметричном случае угол   постоянный,  а CS RRSin / , поэтому  
 
                                    CosRF S
Z
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Z
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Вариант 2. Во втором варианте частица смещена вдоль стенки на некоторое 
расстояние S , при этом Z  также равна величине H , не зависящей от угла  . 
Принимая во внимание, что ось частицы смещена относительно центра грани-
цы слоя жидкости на стенке, ее уравнение запишется как 
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где y – декартова координата, лежащая в плоскости стенки, перпендикулярная 
координате x; ZR  – радиус границы слоя жидкости на стенке в системе коорди-
нат, связанной с частицей.  
Для оценки влияния этого смещения решение представим в виде асимпто-
тического разложения ...10  RRR  , ...10  ZZZ RRR  ,( 1/  WRS ). 
Ограничиваясь первым приближением, будем иметь: 
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Условие сохранение объема с учетом разложения ...10  VVV   запишет-
ся в виде 
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Из выражений для сил следует, что ZPF  остается такой же, как и в (7), а 
Z
SF , 
вследствие нарушения осесимметричности, должны рассматривать как  
...10 
Z
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Z
S
Z
S FFF  . Учитывая, что    CosRnR N,1 , а 
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SF . Таким образом от ма-
лого перемещения частицы силы ZSF  и 
Z
PF  с учетом первого приближения не 
меняются. Однако, вследствие сдвига, возникает сила, направленная по оси x  
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а также момент относительно центра частицы 
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Вариант 3. В этом варианте оценим влияние угла поворота частицы на си-
ловые характеристики перетяжки. Здесь необходимо учесть, что в принятой 
системе координат, связанной с частицей, уравнение границы смачивания стен-
ки имеет вид 
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Учитывая, что величина kxHZ  , причем 1 tgk , где    – угол пово-
рота частицы, представим решения в виде разложения по малому параметру k : 
...10  kRRR ,   ...10  kHHH , ...10  kSSS . Тогда будем иметь сле-
дующие уравнения и граничные условия: 
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(16) 
  SRR 00 ,      WZ RRR  00 1 ; 
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, 
(17) 
  001 R ,        CosHSRR Z 0111 1  . 
 
Величины 0H  и 1S можно рассматривать как независимые друг от друга, но 
в случае качения частицы по поверхности стенки без скольжения, т.к. 
hCosRH CH  / , а  hSinRS CH  , то 00 S , а 01 HS  . Для повернутой 
частицы на угол   и оттянутой от стенки на расстояние l  0S , а 
  hCoslRH CH  / . Выражения для сохранения объема в этом случае при-
мут вид 
 
ConstVdnRHV S  


2
0
2
000 , 
(18) 
  0
2
1
2
0
1
0
2
01
2
0
1
0
1001 

















   

 ddnRCosRHddnRRHV W . 
 
Выражения для сил и момента остаются такими же как (8), (13) и (14). 
Результаты расчетов. Кривые сил SF  и PF  по первому варианту задачи 
показаны на рис. 2, 3 в зависимости от величины H . Радиус частицы CR  в рас-
четах принимался равным 1 мм, CS RR 75,0  (рис. 2) и CS RR 5,0  (рис. 3). 
Из этих рисунков видно, что величина ZSF  уменьшается с ростом длины пе-
ретяжки, т.к. это связано с уменьшением угла смачивания на поверхности час-
тицы и, соответственно, с уменьшением Cos . В противоположность этой ве-
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личине сила ZPF , связанная с перепадом давления, увеличивается, причем при 
небольших растяжениях она может быть отрицательной. 
 
 
 
1–3  ZSF ;  4–6  
Z
PF ; 1, 4  25,1/SW RR  ;  2, 5  SW RR  ; 3, 6  SW RR 25,1  
 
Рисунок 2  Изменение сил ZSF  и 
Z
PF  в зависимости от расстояния H  
 
 
 
1–3  ZSF ; 4–6  
Z
PF ; 1, 4  25,1/SW RR  ;  2, 5  SW RR  ; 3, 6  SW RR 25,1  
 
Рисунок 3  Изменение сил ZSF  и 
Z
PF   в зависимости от расстояния H  
 
Это указывает на то, что для удержания частицы на поверхности стенки пе-
ретяжке необходимо иметь соответствующие геометрические характеристики, 
которые должны соответствовать определенной положительной удерживающей 
силе. С увеличением удлинения ZPF  становится положительной (это связано с 
уменьшением радиуса продольной кривизны относительно поперечной). Значе-
ния величин SR  и WR играют важную роль в поведении этих сил и соответст-
венно суммарной силы. Важным моментом здесь является то, что на некоторых 
участках удлинения перетяжки величины сил близки друг к другу, а суммарная 
сила может расти с увеличением растяжения H . Это указывает на то, что пере-
тяжка в пределах этого растяжения ведет себя как упругая пружина, что важно 
при наличии динамических нагрузок, которые могут отдалять частицу от стен-
ки. 
При смещении частицы от оси симметрии возникают дополнительные сила 
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X
SF  и момент 
Y
SM , которые влияют на перемещение частицы при динамиче-
ских воздействиях. На рис. 4, 5 ( CS RR 75,0 ) и 6, 7 ( CS RR 5,0 ) показаны 
кривые этих силовых характеристик перетяжки 
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 4  Изменение XSF 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 75,0  
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 5  Изменение YSM 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 75,0  
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
Рисунок 6  Изменение XSF 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 5,0  
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1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
Рисунок 7  Изменение  YSM 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 5,0  
 
Из приведенных рисунков для смещенной от оси симметрии частицы следу-
ет, что сила XSF 1 является положительной величиной, т.е. при смещение частицы 
перетяжка стремится возвратить ее назад, однако момент оказывается отрица-
тельным. Сама величина XSF 1 по своему значению вполне соизмерима с 
Z
SF . 
На следующих рисунках (рис. 8  11) показано влияние поворота частицы на 
величины сил XSF 1  и моментов 
Y
SM 1. Из этих рисунков видно, что в отличие от 
смещения, параллельного стенке, отрицательный поворот приводит к появле-
нию отрицательной силы XSF 1  и положительного момента 
Y
SM 1, стремящегося к 
возврату частиц в прежнее состояние. 
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 8  Изменение XSF 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 75,0  
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1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 9  Изменение YSM 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 75,0  
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 10  Изменение XSF 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 5,0  
 
 
 
1  25,1/SW RR  ;  2  SW RR  ; 3  SW RR 25,1  
 
Рисунок 11  Изменение YSM 1  в зависимости от расстояния H  для CS RR 5,0  
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Выводы. Рассмотрено влияние положения частицы на возникающие капил-
лярные силы от перетяжки жидкости, связывающей частицу и стенку. Для осе-
симметричного положения отдаление частицы от стенки приводит к некоторо-
му повышению капиллярной силы, которая стремится возвратить частицу на-
зад, что указывает на возможность представления действия перетяжки при не-
больших зазорах аналогично упругой пружине. 
При смещении частицы параллельно стенке возникает сила, стремящаяся 
также вернуть частицу в обратном направлении. Ее величина зависит от соот-
ношения радиусов смоченных контуров на поверхности частицы и стенки и с 
увеличением зазора между ними уменьшается. Помимо этого, возникает отри-
цательный момент, который с увеличением зазора уменьшается по абсолютно 
величине. 
При повороте частицы относительно оси y  возникает момент, также стре-
мящийся повернуть частицу в первоначальное положение. Таким образом, при 
малых смещениях и поворотах в перетяжке возникают дополнительные силы, 
стремящиеся вернуть частицу в равновесное положение. 
_______________________________ 
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Анотація. У квазістатичному наближенні розглянуто вплив відносного положення твер-
дої частки на виникаючі капілярні сили в перетяжці рідини, що зв'язує частку і стінку. Пока-
зано, що зміна положення частки відносно стінки призводить до появи додаткових сил і мо-
ментів сил, які можуть мати як позитивні так і негативні значення. Для утримання частки на 
поверхні стінки перетяжці необхідно мати геометричні характеристики, які повинні відпові-
дати певній позитивній результуючій утримуючій силі. Розрахунки показали, що при малих 
зміщеннях і поворотах в перетяжці виникають додаткові сили, прагнучі повернути частку в 
рівноважне положення. Крім того при невеликих відносних подовженнях перетяжка пово-
диться подібно до пружної пружини. Цю властивість перетяжок можна використати при  мо-
делюванні динамічних навантажень на вологі дисперсні середовища. 
Ключові слова: дисперсне середовище, зневоднення, частка, капілярні сили, поверхне-
вий натяг, момент. 
 
Abstract. This paper addresses the capillary forces occurred in the liquid bridge between a sol-
id particle and the wall when relative position of the particles is changed. This phenomenon is con-
sidered in the quasi-static approximation. It is shown that a changed position of the particle relative-
ly to the wall leads to occurrence of additional forces and moments of force which could be both 
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positive and negative. In order the particles could remain on the surface of the wall the bridge 
should have such geometrical characteristics, which would correspond to certain positive resultant 
retentivity. Calculations have shown that at small displacements and turnings of the particle, addi-
tional forces occur in the liquid bridge which force the particle to return to its equilibrium position. 
Furthermore, at relatively small elongation the liquid bridge behaves like an elastic spring. This 
property of the liquid bridges can be used for modeling dynamic loads on the wet dispersive media. 
Keywords: dispersive medium, dehydration, particle, capillary forces, surface tension, mo-
ment. 
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